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В работе показано, что полный лифт XC инфинитезималь-
ного преобразования Х дифференцируемого многообразия М  
оставляет инвариантным аффинную связность касательного 
расслоения Т(М) пространства нелинейной связности тогда и 
только тогда, когда векторное поле Х является инфинитези-
мальным движением в пространстве нелинейной связности. 
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Пусть М — n-мерное дифференцируемое многообразие, 

Т(М) — касательное расслоение, π: Т(М) → М — каноническая 
проекция, }0{\RG   группа Ли относительно операции ум-
ножения, действующая на касательном расслоении по закону: 
для любого Gа  преобразование    MTMTRa :  отобра-

жает произвольный элемент zТ(М) в   ,azzRa   где 
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   , , , , .xz x b az x ab b T    Обозначим через Т’(М) подрасс-

лоение Т(М), состоящее из всех ненулевых векторов, каса-
тельных к М. 

Определение. Дифференцируемое распределение Н, за-
данное на Т’(М) и удовлетворяющее для любого zТ’(М) и 

Gа  условиям [1]: 

 
    ,),) zRzazzz a

HHdRbQHTa 
 

где zQ  — касательное векторное пространство к слою 

   ,,1' zppFp     называется нелинейной связностью   

на многообразии  М. 

Пусть   nixU i ,1,,  , — локальная карта многообразия М. Не-

линейная связность   в естественных координатах )( Ах , nА 2,1  

окрестности  U1  имеет компоненты  ,,,,,,, 2121 nnnh
i xxxxxH    

nhi ,1,  , однородные первой степени относительно слоевых 

координат .,,, 221 nnn xxx   Обозначим через rL  алгебру Ли 

эффективной группы преобразований ,rG  оставляющей инва-

риантной нелинейную связность  . Для каждого rLX   

,0СX
L  где СX

L  обозначение производной Ли относительно 

полного лифта СX  векторного поля X. 
Условие инвариантности нелинейной связности   отно-

сительно производной Ли вдоль векторного поля СX , rLX  , 
подробно запишется в виде 

 2 0h n σ h σ h σ n m σ h
σ i σ i i σ m σ iξ х ξ H H ξ x ξ H 

          (1) 

 ( , , , 1, )i h m σ n . 

В выражении (1) h
n

h
ih

i
х

H
H  ,

 


 — компоненты вектор-

ного поля Х в локальной карте  ixU , . 
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По нелинейной связности   на многообразии М  постро-

им аффинную связность )( А
ВСГГ  на касательном расслоении 

Т(М) по закону 

 
,0,  


hn

injn
h

injn
h

inj
h

ijn
h

ij
h
ji ГГГГHГ

 
 n h n h h

j n i n j i j iГ Г H 
    , .

n h n σ h
j i σ j iГ x δ H  , 

 ( , , , , 1, )τ
σ σσ n τ
δ H i j h σ τ n

x x 

 
  
 

. 

Тензор кручения T  аффинной связности )( А
ВСГГ  отличен от нуля. 

Инфинитезимальное преобразование Х  касательного рас-
слоения Т(М) является инфинитезимальным аффинным дви-
жением в пространстве (Т(М), Г), если 0ГLx , где xL — 

производная Ли вдоль векторного поля Х . Запишем подробно 
уравнения инфинитезимального движения 

 
A

nА

x
ххХ




 ),,( 21 
 

касательного расслоения со связностью )( А
ВСГГ : 

 
0

2





















D

A
BCDA

BDC

D
A
DCB

D
D
BСD

А

СB

А

x

Г
Г

x
Г

x
Г

ххх


  (2) 

 ( nDCBA 2,1,,,  ). 

Для инфинитезимальных аффинных движений касательно-
го расслоения Т(М) со связностью Г справедлива 

Теорема. Полный лифт СХ  векторного поля Х многооб-
разия М является инфинитезимальным аффинным движением 
касательного расслоения Т’(М) со связностью Г тогда и 
только тогда, когда векторное поле Х оставляет инвариант-
ным нелинейную связность  . 

Доказательство. Пусть 

 
in

in
i

niС

x
x

x
xxХ 









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),,( 1 
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полный лифт векторного поля 
i

ni

x
xxХ




 ),,( 1  , заданного 

на многообразии М, является инфинитезимальным аффинным 
движением в пространстве (Т(М), Г). Тогда компоненты век-
торного поля СХ  удовлетворяют дифференциальным уравне-

ниям (2). При nCBA ,1,,   из уравнений (2) получим, что ком-
поненты векторного поля Х удовлетворяют системе диффе-
ренциальных уравнений 

 2 0h h σ σ h σ h σ h
j i σ j i j σ i i j σ i j σξ ξ H ξ H ξ H ξ H              (3) 

 ),1,,,( nhji  . 

Если умножим обе части каждого уравнения в (3) соответ-
ственно на inх  и просуммируем по индексу i , то получим, 

что компоненты векторного поля 
i

ni

x
xxХ




 ),,( 1   удовле-

творяют системе дифференциальных уравнений (1). Инфини-
тезимальное преобразование Х оставляет инвариантным нели-
нейную связность  . 

Пусть теперь векторное поле 
i

ni

x
xxХ




 ),,( 1   оставля-

ет инвариантным нелинейную связность  , тогда компоненты 
поля Х удовлетворяют системе (1). Докажем, что СХ  инфини-
тезимальное аффинное движение в пространстве (Т(М), Г). За-

пишем подробно производную Ли A
BCx
ГL С  объекта аффинной 

связности Г при следующих значениях индексов A, B, C:  

а) nCBA ,1,,  ; б) nnA 2,1 , nCB ,1,  ; в) nnCA 2,1,  , 

nB ,1 ; г) nnBA 2,1,  , nC ,1 . 

Имеем 

a)  
h
ji

h
ijij

hh
ji

h
jiX

HHHГL C 





 2  
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ij
mn

m
h

ij HxH 


  


  ; 
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б)  
 

  ij
mnh

m
mnh

mij
hn

jiX
HxxГL C

23  
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  22
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 
  

 )( h
ij

mn
m Hx ; 

в)  



h
iji

h
ijij

hh
ji

hn
ijnX

HHHГL C





   

  


mn
m

h
ij xH 
  h

ijH 
 ; 

г)  



h
ji

h
ijij

hh
ji

hn
injX

HHHГL C 





 2  

  


mn
m

h
ij xH 
  h

ijH 
 . 

В равенствах b) ),1,( n
x

H
x n









   

 . Проведя 

преобразования в правых частях равенств а), b), c), d), запи-
шем их в виде 

a) i
h
jX

h
jiX

HLГL CC  )( ; б) hn
jiX

ГL C  





nh
ijX

xHL C )(  

 











  nmh
mijX

nh
mij

m
X

xHHLxHHL CC )()( ; 

в) hn
ijnX

ГL C

 i

h
jX

HL C  )( ; г) 


hn
injX

ГL C i
h
jX

HL C )( . 

Так как по условию инфинитезимальное преобразование 

i
ni

x
xxХ




 ),,( 1   оставляет инвариантным нелинейную 

связность  , то 0h
jX

HL C . Из условия 0h
jX

HL C  следует, 

что 0
h

ijX
HL C , 0

h
mijX

HL C . Но тогда из пунктов а), б), в), 

г) получим, что 

 0 





 hn
injX

hn
injX

hn
ijX

h
ijХ

ГLГLГLГL CCCС . 

При остальных значениях индексов A, B, C производная Ли 
0A

CBX
ГL C  без условия того, что векторное поле Х оставляет 

инвариантным нелинейную связность  . Таким образом, 
0A

CBX
ГL C , векторное поле СХ  является инфинитезимальным 

аффинным движением в пространстве (Т(М), Г). Теорема доказана. 
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Продолжается изучение горизонтальных векторов, начатое 

в работах [5], [6]. 
 
1. Пфаффовы производные и скобки Ли. Структурные 

уравнения расслоения )L(Xm  касательных линейных реперов 

на гладком многообразии mX  имеют вид 




